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I st Perspectives on Oscillation Control

Introducao

Nos diversos ramos da fisica, matematica e filosofia da ciéncia, a ideia de estudar as recorréncias de um
sistema dinamico deve-se ao francés Henri Poincaré. O intuito de Poincaré foi observar as recorrén-
cias (retornos) das Orbitas a uma mesma configuracao, 1sto €, a uma mesma regiao / no espaco de fases.

Na maioria das vezes a observacao da evolucdao temporal das Orbitas de um sistema dinamico € feita
no espaco de fases porque cada ponto deste espaco descreve univocamente o estado do sistema. Dessa
forma, propomos neste trabalho observar as recorréncias das Orbitas a uma mesma configuragao, ou
seja, a uma mesma regiao no espaco de fases para o Modelo Fremi-Ulam, o qual tem a dinamica
descrita pelo seguinte mapeamento
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em que o valor absoluto na segunda equacao fo1 introduzido com o objetivo de evitar que, apds uma
colisdo, a particula tenha velocidade negativa [1].

Objetivos

O foco do trabalho € investigar algumas propriedades do tempo de recorréncia de Poincaré, assim
como, a sua relacdo com a dimensao fractal das diferentes regides do espaco de fases € o processo
de difusdo nessas mesmas areas. Nosso intuito € aplicar esse formalismo em mapeamentos discretos
bidimensionais Hamiltonianos, aqui neste trabalho 1lustrado pelo Modelo Fermi-Ulam.

‘ Resultados e Discussoes I

O sentido da recorréncia de Poincaré € que a trajetéria retorna a um ponto o-proximo a condigao
inicial. Assim, a trajetoria de um sistema € dita recorrente a um intervalo /5 se, uma vez iniciada

no ponto 70 € [5, Vo existir um tempo t* tal que, apds t*, a trajetoria encontra-se a uma distancia
2 — Tg| < 0, ouseja, Ty € Is [2].

Medir o tempo de recorréncia de Poincaré pode nos dar informacdes sobre a dimensao fractal, uma vez
que um ajuste em lei de poténcia do grafico do tempo de recorréncia médio (¢,-) em fung¢do do tamanho
da caixa selecionada € nos da o expoente 7, 0 qual em valor absoluto converge para a dimensao fractal
d,y quando € — 0 [3].

Em geral a relagdo entre (t,) e a regido escolhida € dada da seguinte forma:

<t7“> — éTw’ (2)

onde d,, é a dimensao fractal e ¢ o lado da caixa.

A Figura 1 mostra o espaco de fases para o Modelo Fermi-Ulam, dado pelo mapeamento apresentado
na equacao 1. Nessa figura destacamos quatro regioes do espaco de fases para as quais calculamos o
tempo de recorréncia de Poincaré médio (¢,), as regides vermelha e rosa estdo imersas no caos, ja as
regioes azul e verde foram escolhidas dentro das ilhas de estabilidade (ilhas KAM).

Figura 1: Espaco de fases para o Modelo Fermi-Ulam.

Na Figura 2 apresentamos o grafico em escala logaritmica de (¢,,) em funcdo de ¢, através do qual é
possivel notar dois comportamentos distintos, ou seja, as curvas relacionadas as condi¢oes iniciais da-
das nas regioes caodticas decaem com 7 ~ —2, por outro lado, as condi¢des 1niciais dadas nas regioes
sobre as 1lhas KAM decaem com 7 ~ —1.
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Figura 2: Tempo de recorréncia médio em funcdo do tamanho do intervalo de recorréncia e.

Vale a pena destacar que o fendmeno de stickiness pode afetar o tempo de recorréncia, ja que a Orbita
fica presa na regido de stickiness até escapar para o mar de caos € eventualmente retornar a uma posi-
¢ao proxima a condi¢ao inicial.

A dimensao fractal esta relacionada com o coeficiente de difusdo u através da seguinte equacgao [4]:

dw — (3)

sendo assim, quando as condi¢des iniciais estao localizadas dentro das ilhas, d,, = 1, temos que p = 2
correspondendo a um processo de difusao anomalo, ja para o caso em que as condi¢des 1niciais estao
localizadas longe das ilhas (regido caotica) d,;, = 2 e u = 1 e o processo converge para uma difusao
normal.

‘ Conclusoes I

O tempo de recorréncia de Poincaré médio depende do tamanho € da caixa na qual damos as condi-
¢Oes iniciais. Mostramos que o ajuste em lei de poténcia do grafico de (¢,-) em funcdo de € nos fornece
T ~ —2 para condi¢Oes 1niciais tomadas nas regides caoticas. Por outro lado, quando as condi¢oes
iniciais sao dadas dentro das ilhas de estabilidade temos 7 ~ —1. Vimos ainda que o valor absoluto de
T € igual a dimensao fractal d,,, ou seja, dy, = ||, logo para as regides caéticas d,, = 2, coincidindo
com a dimensdao do mapeamento e para as regides escolhidas dentro das ilhas d,, = 1, dimensao igual
a de uma curva. Além disso, vimos que d,, = 2/u, com isso temos que nas regioes cadticas o expoente
de difusao converge para 11 = 1 e dentro das ilhas de estabilidade temos p = 2.
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